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Zur Validierung der Beibehaltung der Geometrie des initialen Netzmodells werden 

Abstände zwischen den Knotenpositionen des adaptierten und des initialen Netzmodells 

berechnet. Wenngleich die Berechnung für alle Knoten des adaptierten Netzmodells 

durchgeführt werden kann, ist die Analyse vor allem für Bereiche des adaptierten 

Netzmodells interessant, für die keine Adaption mit dem Primärmodell berechnet wird. Die 

Ermittlung der Beibehaltung der originalen Geometrie erfolgt jeweils getrennt für 

topologisch zusammenhängende Netzbereiche (Abb. 5.31). Die Verformungen zwischen 

verschiedenen zusammenhängenden Netzbereichen bleiben unberücksichtigt. 

 

Abb. 5.31: Ermittlung der Abstände zwischen Netzbereichen des initialen und des adaptierten 

Netzmodells 

Die Validierung der Beibehaltung der Geometrie des initialen Netzmodells ist exemplarisch 

in Abb. 5.32 verdeutlicht. Für jede Senkung wird die Abweichung zwischen der initialen und 

der adaptierten Geometrie unabhängig vom restlichen Netzmodell berechnet. 

 

Abb. 5.32: Adaptiertes Netzmodell mit Falschfarbendarstellung zur Formabweichung gegenüber der 

Geometrie des initialen Netzmodells 
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Im angegebenen Beispiel erfolgt die Analyse für Netzbereiche, für die keine Zielkoordinaten 

auf der Primärmodelloberfläche definiert sind. Mit der Definition von Punktkorrespondenzen 

(𝒙𝑖, 𝒙𝑖
′) werden die Eingangsgrößen für die rigide Registrierung festgelegt. Die Punkt-

korrespondenzen verknüpfen die Positionen der Knoten der initialen und der adaptierten 

Konfiguration des Netzbereiches. Mit der rigiden Registrierung wird eine Transformation 

ermittelt, mit der beide Netzbereiche möglichst deckungsgleich in einem Koordinaten-

system ausgerichtet werden. Anhand der registrierten Netzbereiche werden für jeden 

Knoten die Abstände der Positionen der initialen und der adaptierten Konfiguration des 

Netzbereiches berechnet. 

Die Analyse der Verformung der Netzelemente umfasst die Berechnung der Änderung 

- der Innenwinkel (Abb. 5.33 links) sowie 

- der Kantenlängen (Abb. 5.33 rechts) der Netzelemente. 

 

Abb. 5.33: Falschfarbendarstellung des adaptierten Netzmodells zur Validierung der Formänderung 

der Netzelemente 

Beide Werte stellen Indikatoren dar, um Elemente zu identifizieren, die durch die 

Deformation kritische Formen für Anwendungen des adaptierten Netzmodells 

angenommen haben (z. B. sehr spitzwinklige Elemente bei FEM-Berechnungen). 

Die Analyseergebnisse eignen sich zur Ableitung von Maßnahmen zur Veränderung des 

adaptierten Netzmodells. Mit der Identifizierung von Bereichen, in denen die Abstände des 

adaptierten Netzmodells zum Primärmodell größer als ein definierter Grenzwert sind, 

können Erhöhungen der Gewichtungsfaktoren der Zielpositionen lokal definiert werden. Die 

Erhöhung von Gewichtungsfaktoren differentieller Koordinaten begünstigt die Beibehaltung 

der Form der Netzelemente und eignet sich damit zur Korrektur von Netzbereichen mit 

starken Elementverformungen. 
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Anhand der analysierten Elementverformungen können zudem Maßnahmen für eine 

Topologieadaption abgeleitet werden (Vgl. Abb. 2.2). Für Elemente, deren Innenwinkel 

oder deren Kanten nach der Deformation ungeeignete Werte für die Weiterverarbeitung des 

adaptierten Netzmodells aufweisen, können Elementteilungen oder -zusammenführungen 

berechnet sowie das Hinzufügen oder das Entfernen von Netzknoten durchgeführt werden, 

um geeignete Elementformen zu erzeugen. Die Phase der Validierung stellt damit neben 

der Bewertung der Geometrieadaption eine geeignete Schnittstelle zur Integration einer 

Topologieadaption ins Verfahrensmodell dar. Die Berücksichtigung einer geänderten 

Topologie im Verfahrensmodell ist in den angewandten Datenstrukturen sowie in den 

Methoden zur Erzeugung von Gestaltmerkmalen und zur Transformation des initialen 

Netzmodells grundsätzlich möglich, wird in dieser Arbeit jedoch nicht näher ausgeführt. 
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6 Anwendung der Netzdeformation

In diesem Kapitel wird die praxisnahe Anwendung der entwickelten Prozesskette 

dokumentiert. Begleitend zur Konzeptentwicklung und zur funktionalen Ausgestaltung der 

Netzdeformation wurde das Verfahrensmodell in Form einer Computeranwendung als 

Demonstrator umgesetzt, welcher zu Beginn kurz vorgestellt wird (Kap. 6.1). Die 

Prozesskette wird im Weiteren anhand von zwei Szenarien aus der Produktentwicklung 

praktisch angewandt (Kap 6.2, 6.3). Wesentliche Erkenntnisse aus beiden Anwendungs-

beispielen werden in einer Auswertung abschließend dargelegt (Kap. 6.4). 

6.1 Demonstrator 

Der in dieser Arbeit dokumentierte Funktionsumfang der Netzdeformation wurde in Form 

einer Computeranwendung für das Windows-Betriebssystem umgesetzt. Die Bedien-

oberfläche umfasst ein Menüband sowie zwei 3D-Grafikbereiche (Abb. 6.1). 

 

Abb. 6.1: Grafische Bedienoberfläche des Softwaredemonstrators der Netzdeformation 
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Das Menüband fungiert als Befehlsmanager, in dem Funktionen der entwickelten Prozess-

kette aufgerufen sowie Werte der Funktionsparameter definiert werden. Die 3D-Grafik-

bereiche dienen zur Visualisierung aller in der Prozesskette verarbeiteten 3D-Daten 

(Eingangsmodelle, Gestaltmerkmale, Punktkorrespondenzen, u. a.). Das Primär- und das 

initiale 3D-Netzmodell werden zur einfachen Bedienbarkeit standardmäßig getrennt 

voneinander in den beiden 3D-Grafikbereichen visualisiert. Die Möglichkeit der 

gemeinsamen Darstellung in einem einheitlichen Koordinatensystem ist zusätzlich 

gegeben. Zu den innerhalb der Grafikbereiche ausführbaren Aktionen des Anwenders zählt 

neben der Navigation (Rotation, Translation, Zoom) im Wesentlichen die Selektion von 3D-

Daten zum Zweck 

- der manuellen Festlegung von Gestaltmerkmalen (z. B. Punkte oder Segmente), 

- der Korrektur berechneter Gestaltmerkmale (z. B. Entfernen, Vereinigen/Trennen 

von Segmenten), 

- der manuellen Festlegung von Korrespondenzen zwischen Gestaltmerkmalen,  

- der Korrektur berechneter Korrespondenzen (z. B. Entfernen). 

In den nachfolgenden Praxisbeispielen wird die Netzdeformation anhand des 

Demonstrators durchgeführt. 

6.2 Anwendungsbeispiel 1: 

FEM-Modellerstellung aus 3D-Digitalisierungsdaten 

6.2.1 Problemstellung 

Flanschmitnehmer werden an Gelenkwellen und Flanschgelenken eingesetzt, um zwischen 

räumlich versetzten An- und Abtriebssträngen eine Drehmomentenübertragung zu 

gewährleisten (Abb. 6.2). 

 

Abb. 6.2: Gelenkwelle und Flanschgelenk mit Flanschmitnehmer [GEW18] 
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Bei der Entwicklung individueller Formen von Flanschmitnehmern besteht im vorliegenden 

Anwendungsfall die Zielstellung, Simulationen zur Festigkeit der Bauteile anhand der 

Realgeometrie gefertigter Prototypen durchzuführen. Die Untersuchungen sind an vier 

Varianten von Flanschmitnehmern umzusetzen, deren Gestalt sich im Wesentlichen im 

Mittelstück zwischen den Gelenkbohrungen voneinander unterscheidet (Abb. 6.3). Die 

Bauteile sind mit Techniken der 3D-Digitalisierung zu erfassen und zu FEM-Modellen 

aufzubereiten. 

 

Abb. 6.3: Physische Modelle mit ähnlicher Gestalt 

Für den Digitalisierungsprozess wird ein Streifenprojektionssystem eingesetzt, mit dem die 

Bauteiloberflächen als dichte Punktwolken erfasst werden. Zur vollständigen Erfassung der 

Oberfläche eines Flanschmitnehmers sind mehrere Aufnahmen aus unterschiedlichen 

Richtungen notwendig. Dabei wird das Aufnahmegerät um das Objekt bewegt. Die 

Flanschmitnehmer sind zudem in zwei verschiedenen Lagen aufzustellen, um alle 

Oberflächenbereiche zu erfassen. Auf den Bauteilen angebrachte Referenzmarken 

ermöglichen das Zusammensetzen der verschiedenen Aufnahmen in einem gemeinsamen 

Koordinatensystem. Ferner wird auf die Bauteile ein feinkörniges Pulver durch Sprühen 

aufgebracht, um eine für die Digitalisierung geeignete, mattweiße Oberfläche zu erzeugen.  

Die Rohdaten der Digitalisierung eines Flanschmitnehmers umfassen zwei Modelle 

(Abb. 6.4), die jeweils eine Aufstellung des Digitalisierobjektes widergeben. In jeder 

Aufstellung wurden mehrere Aufnahmen aus unterschiedlichen Richtungen durchgeführt, 

die durch die gerätebegleitende Computeranwendung automatisch anhand der Referenz-

marken zusammengesetzt werden. Ferner werden die Digitalisierungsdaten als 

triangulierte Punktwolke (Dreiecksnetz) ausgegeben. 
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Abb. 6.4: Rohdaten der 3D-Digitalisierung eines Flanschmitnehmers 

Unabhängig von der Weiterverarbeitung der Rohdaten ist der Digitalisierungsprozess für 

jeden der vier Flanschmitnehmer durchzuführen. Der zeitliche Aufwand zur Erzeugung der 

Rohdaten eines Bauteils ist in Tab. 6.1 aufgeführt. Er kann näherungsweise für alle vier 

Bauteile als konstant angesehen werden. 

Tab. 6.1: Zeitaufwand der 3D-Digitalisierung eines Flanschmitnehmers 

Bearbeitungsschritt Dauer in 

Minuten 

Aufstellung 1  

Vorbereiten des Digitalisierungsobjektes  

(Pulverbeschichtung, Aufbringen der Referenzmarken, Positionieren des Objektes) 
5 

Digitalisiervorgang (Positionieren des Aufnahmegerätes, Datenerfassung) 25 

Aufstellung 2  

Vorbereiten des Digitalisierungsobjektes  

(Pulverbeschichtung, Aufbringen der Referenzmarken, Positionieren des Objektes) 
5 

Digitalisiervorgang (Positionieren des Aufnahmegerätes, Datenerfassung) 15 

Gesamt 50 

Aus den Rohdaten (Primärmodell) ist im weiteren Ablauf ein FEM-Modell (3D-Netzmodell) 

zu erstellen, mit dem die Simulation zielführend durchgeführt werden kann. In Kap. 6.2.2 

wird dazu eine konventionelle Prozesskette zur Erzeugung von FEM-Modellen aus 3D-

a) Aufstellung 1: Aufnahme der Oberseite b) Aufstellung 2: Aufnahme der Unterseite 
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Digitalisierungsdaten betrachtet. Anschließend wird in Kap. 6.2.3 die in dieser Arbeit 

entwickelte Prozesskette angewandt. 

6.2.2 Konventionelle Methodik 

Die klassische Vorgehensweise bei der Erzeugung eines FEM-Modells aus 3D-

Digitalisierungsdaten umfasst die Aufbereitung der Rohdaten zu einem bereinigten 

Dreiecksnetz, die Flächenrückführung zur Erzeugung eines Volumenmodells mit 

parametrischer Beschreibung der Oberfläche (CAD-Modell) sowie die Erstellung des FEM-

Modells im Zuge der Simulationsvorbereitung (Abb. 6.5). 

 

Abb. 6.5: Klassischer Ablauf der Erzeugung von FEM-Modellen aus 3D-Digitalisierungsdaten 

Die Aufbereitung der Digitalisierungsrohdaten zielt darauf ab, ein vollständiges, 

geschlossenes Dreiecksnetz der Objektoberfläche ohne Umgebungsobjekte zu erhalten. 

Die Aufbereitung umfasst verschiedene Bearbeitungsschritte (Vgl. Tab. 2.1), die mit 

Computerprogrammen zur Bearbeitung von Polygonmodellen durchgeführt werden (z. B. 

Geomagic Design X [3DS17]). Das aufbereitete Dreiecksnetz eines Flanschmitnehmers 

besteht aus ca. 1 Mio. Dreiecken (Abb. 6.6). 

 

Abb. 6.6: Bereinigtes Dreiecksnetz der Oberfläche eines Flanschmitnehmers 
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Die Erzeugung eines Volumenmodells mit parametrischer Oberflächenbeschreibung (CAD-

Modell) aus dem bereinigten Dreiecksnetz begünstigt die FEM-Modellerstellung in 

mehreren Aspekten: 

- bessere Oberflächenqualität infolge geglätteter Konturen (z. B. zur Reduzierung von 

Messrauschen in den Datensätzen) 

- Beeinflussung der Topologie des FEM-Netzes durch die Topologie des CAD-

Modells (Form und Anordnung der Flächenstücke) 

- höhere Kompatibilität mit Computeranwendungen zur Simulationsvorbereitung 

(Import z. B. über STEP-Datenformat). 

Der Prozess zur Erzeugung eines CAD-Modells aus einem Dreiecksnetz wird nach [VDI15] 

als Flächenrückführung bezeichnet und kann mit Computerprogrammen zum Reverse 

Engineering durchgeführt werden (z. B. Geomagic Design X [3DS17]). Dabei wird das 

Dreiecksnetz durch eine Menge von Flächenstücken mit parametrischer Beschreibung 

(z. B. NURBS) approximiert, die stetig ineinander übergehen (z. B. positionsstetig, 

krümmungsstetig). Der wesentliche Aufwandsaspekt bei der Flächenrückführung liegt in 

der Definition von Flächenstücken, die nicht nur das Dreiecksnetz hinreichend genau 

approximieren, sondern vielmehr für die Anwendung bei der Simulationsvorbereitung 

geeignet sind. Aus Flächenstücken mit spitzen oder mit stumpfen Innenwinkeln sowie aus 

sehr kleinen Flächenstücken können innerhalb der Simulationsvorbereitung Vernetzungs-

probleme resultieren (ungeeignete Form der FE-Elemente, unnötig hohe Netzauflösung), 

die aufwendig behoben werden müssen (Abb. 6.7). 

 

Abb. 6.7: Für Simulationsvorbereitung ungeeignete Flächenstücke aus Flächenrückführung 

Die manuelle Korrektur von Flächenstücken während der Flächenrückführung umfasst das 

Verschieben von Eckpunkten und das Zusammenführen oder das Trennen von Flächen-

stücken. Das Ergebnis der Flächenrückführung eines Flanschmitnehmers zeigt Abb. 6.8. 
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Abb. 6.8: Durch Flächenrückführung erzeugtes CAD-Modell eines Flanschmitnehmers 

Der letzte Schritt der Modellaufbereitung umfasst die Simulationsvorbereitung, bei der das 

CAD-Modell für die Simulation geeignet vernetzt wird, sowie Randbedingungen zur 

Belastung, zur Lagerung und zum Material definiert werden (Abb. 6.9). Im vorliegenden 

Beispiel wird das im 3D-CAD-Programm SolidWorks enthaltene Simulationspaket 

SolidWorks Simulation angewandt [SWS18]. Die Vernetzungseigenschaften und die 

Randbedingungen werden anhand des CAD-Modells definiert, indem Modellbereiche 

selektiert und erforderliche Einstellungen vorgenommen werden (z. B. Elementgröße). 

 

Abb. 6.9: Aus dem CAD-Modell abgeleitetes FEM-Modell eines Flanschmitnehmers 

Bei der Modellaufbereitung wurde die für die wesentlichen Bearbeitungsschritte benötigte 

Zeit aufgenommen (Tab. 6.2). Die Gesamtbearbeitungszeit betrug ca. 80 Minuten, wovon 

ca. 25 % auf die Aufbereitung der Rohdaten, 45 % auf die Flächenrückführung und 30 % 
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auf die Simulationsvorbereitung entfallen. Der wesentliche Aufwandsaspekt der konven-

tionellen Methodik resultiert aus der Zuordnung der Simulationsrandbedingungen und der 

Elementgrößen zu definierten Bereichen des Flanschmitnehmers. Die Zuordnung erfolgt 

manuell anhand der Flächenstücke des CAD-Modells, welche bei der Flächenrückführung 

erzeugt werden. 

Tab. 6.2: Zeitaufwand zur Erzeugung eines FEM-Modells eines Flanschmitnehmers aus 3D-

Digitalisierungsdaten bei der konventionellen Methodik 

Bearbeitungsschritt Dauer in 

Minuten 

Aufbereitung der Rohdaten  

Zusammensetzen der Rohdatensätze beider Aufstellungen 10 

Freischneiden des Scanobjektes von der Umgebung 5 

Beseitigen von Löchern in den Digitalisierungsdaten 5 

Erhöhung der Netzqualität 5 

Flächenrückführung  

Berechnung der Oberflächenkrümmung und Ableitung von Konturlinien 5 

Berechnung des Gitters 5 

Berechnung der Flächenstücke 5 

Manuelle Korrektur für die Simulation ungeeigneter Flächenstücke 20 

Simulationsvorbereitung  

Definition der Simulationsrandbedingungen  

(Auswahl der Flächenstücke im CAD-Modell + Festlegung der Randbedingungen) 
10 

Definition der Vernetzungsparameter  

(Festlegung geeigneter globaler und lokaler Elementgrößen)  
10 

Gesamt 80 

6.2.3 Durchführung der Netzdeformation 

Um für ein gegebenes Geometriemodell ein 3D-Netzmodell mit der Netzdeformation zu 

erzeugen, wird ein initiales 3D-Netzmodell vorausgesetzt. Im betrachteten Anwendungsfall 

stehen neben den physischen Bauteilen keine digitalen Modelldaten zur Verfügung. Für 

eines der vier Bauteile ist daher ein Netzmodell mit der konventionellen Methodik zu 

erzeugen. Dieses wird zur Durchführung der Netzdeformation für die weiteren drei Bauteile 
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als initiales Netzmodell angewandt. Ferner ist durch den Anwendungskontext gegeben, 

dass die wesentlichen Gestaltunterschiede der Bauteilvarianten im Mittelstück zwischen 

den Gelenkbohrungen vorhanden sind (Vgl. Abb. 6.3). Eine vollständige 3D-Digitalisierung 

der drei zu verarbeitenden Bauteile ist nicht erforderlich. Das initiale 3D-Netzmodell stellt 

bereits ein vollständiges FEM-Modell dar, das lediglich an die veränderte Geometrie der 

weiteren Bauteile angepasst wird. Bei der Digitalisierung der weiteren Bauteile werden 

daher jeweils nur Bereiche erfasst, die für den Anwendungskontext relevante 

Abweichungen vom initialen Netzmodell aufweisen und die für die Ausrichtung der beiden 

Eingangsmodelle in einem gemeinsamen Koordinatensystem geeignet sind. Die 

Digitalisierungsdaten umfassen im Wesentlichen das veränderliche Mittelstück zwischen 

den Gelenkborungen sowie die Bereiche um die Gelenk- und Flanschbohrungen. Für die 

Netzdeformation ergibt sich folgende Ausgangslage (Abb. 6.10): 

- initiales 3D-Netzmodell: FEM-Modell eines der vier Bauteile 

- Primärmodelle: partielle 3D-Digitalisierungsdaten der weiteren drei Bauteile 

(Aufstellung 1). 

 

Abb. 6.10: Eingangsmodelle der Netzdeformation 

a) Initiales 3D-Netzmodell (FEM-Modell) 

b) Primärmodell (3D-Digitalisierungsdaten der Aufstellung 1 (Rohdaten)) 
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Für die Eingangsmodelle werden im Weiteren Gestaltmerkmale bestimmt. Die Erzeugung 

von Gestaltmerkmalen zielt darauf ab, geometrisch ähnliche Modellbereiche zu 

identifizieren und die beiden Eingangsmodelle geeignet zueinander zu registrieren. Dazu 

werden die Oberflächenkrümmung, die Segmentierung und Regelgeometrien der 

Eingangsmodelle berechnet (Abb. 6.11). Unabhängig von der Anzahl der Primärmodelle 

erfolgt die Berechnung für das initiale Netzmodell einmalig.  

 

Abb. 6.11: Erzeugung von Gestaltmerkmalen 
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Die berechneten Regelgeometrien charakterisieren die Teile der Dreiecksnetze näher, die 

die Kantenbereiche der Bohrungen und der Flanschbereiche der Bauteile darstellen. Sie 

sind in allen Bauteilvarianten gleich und werden zur Ausrichtung der Primärmodelle mit dem 

initialen Netzmodell angewandt (technologische Basis). Die Ausrichtung umfasst die 

Grobregistrierung der Eingangsmodelle anhand der Mittelpunkte der Kreise sowie die 

Feinregistrierung mittels ICP-Verfahren anhand von Punktpaaren zwischen den 

Eingangsmodellen mit minimalen Abstand (nur Punktpaare mit Abstand < 1 mm). 

Anschließend werden für jeden Oberflächenknoten des initialen Netzmodells Punkt-

korrespondenzen mit der Primärmodelloberfläche bestimmt (Vgl. Kap. 5.2.5) (Abb. 6.12). 

 

Abb. 6.12: Eingangsmodelle nach rigider Feinregistrierung und Punktkorrespondenzen 

Anhand der ausgerichteten Eingangsmodelle erfolgt unter Anwendung der Punkt-

korrespondenzen die Berechnung der Deformation des initialen Netzmodells. Die 

Gewichtungen der Zielpositionen und der differentiellen Koordinaten eines Knotens des 

initialen Netzmodells wurden dabei im Verhältnis 1:1 gewählt. Abb. 6.13 stellt das adaptierte 

3D-Netzmodell im Vergleich zu den beiden Eingangsmodellen dar. 
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Abb. 6.13: Deformationsergebnis im Vergleich zum Primärmodell (links) und zum initialen 3D-

Netzmodell (rechts) 

Zur Validierung des adaptierten 3D-Netzmodells werden in diesem Beispiel an den 

Netzknoten die Abstände zwischen den Modelloberflächen bestimmt (Abb. 6.14). Die roten 

Bereiche in der Falschfarbendarstellung des Registrierungsfehlers markieren Modell-

bereiche mit den größten Abweichungen. Die Erhöhung der Gewichtung der Zielpositionen 

gegenüber den differentiellen Koordinaten im ARAP-Deformationsmodell führt zur 

Reduzierung des Registrierungsfehlers (hier: Reduzierung des maximalen Abstandes von 

0,1 mm auf 0,005 mm). Das Beispiel bestätigt die Eignung des Verhältnisses der 

Gewichtungsfaktoren als Parameter zur Einhaltung eines maximal zulässigen 

Registrierungsfehlers. 

 

Abb. 6.14: Ergebnis der Validierung des adaptierten 3D-Netzmodells (Registrierungsfehler) 

Während der Durchführung der Netzdeformation wurde der Zeitaufwand der einzelnen 

Arbeitsschritte erfasst und in Tab. 6.3 zusammengefasst. Die Gesamtbearbeitungszeit 

betrug ca. 40 Minuten. Den wesentlichen Aufwandsaspekt stellte die manuelle Korrektur 
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von Punktkorrespondenzen dar. Für Knoten des initialen Netzmodells, die nicht digitalisierte 

Modellbereiche repräsentieren, werden fälschlicherweise zum Teil Punktkorrespondenzen 

auf den Rändern der Scandaten berechnet. Diese führen zu ungeeigneten Verformungs-

ergebnissen in den entsprechenden Modellbereichen und wurden durch den Anwender 

entfernt. 

Tab. 6.3: Zeitaufwand zur Erzeugung eines FEM-Modells eines Flanschmitnehmers aus 3D-

Digitalisierungsdaten bei der Netzdeformation 

Bearbeitungsschritt Dauer in 

Minuten 

Erzeugung erforderlicher Geometriedaten  

Erzeugung des Dreiecksnetzes der Oberfläche des FEM-Modells 5 

Erzeugung von Gestaltmerkmalen  

Bestimmung der Oberflächenkrümmung und Segmentierung (inkl. 

Regelgeometrien) für die Digitalisierungsdaten und das FEM-Modell  
10 

Transformation der Geometrie des initialen Netzmodells  

Rigide Registrierung der Eingangsmodelle 5 

Berechnung der Punktkorrespondenzen + Entfernen ungeeigneter 

Punktkorrespondenzen 
10 

Nicht-rigide Registrierung + Deformation der inneren Elemente des FEM-Modells 5 

Validierung des adaptierten Netzmodells  

Berechnung der Abstände zwischen Primär- und adaptierten Netzmodell  5 

Gesamt 40 

Die Durchführung der erläuterten Arbeitsschritte wiederholt sich für die weiteren Varianten 

des Flanschmitnehmers. In Abb. 6.15 sind abschließend die adaptierten 3D-Netzmodelle 

aller Varianten des Flanschmitnehmers dargestellt. Den Netzknoten der adaptierten 

Netzmodelle sind dabei unverändert die vom Anwender am initialen Netzmodell definierten 

Randbedingungen für die Simulation zugeordnet (nicht dargestellt) (Vgl. Abb. 6.9). 
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Abb. 6.15: Adaptierte 3D-Netzmodelle aller Flanschmitnehmervarianten 

6.3 Anwendungsbeispiel 2: 

Rekonstruktion von Knochenbereichen 

6.3.1 Problemstellung 

Konturtreue Implantate ersetzen defekte Knochenbereiche (z. B. infolge Erkrankung oder 

Unfall) und bilden die ursprünglich gesunde Knochenform nach (Abb. 6.16). Die derzeitige 

Praxis der Herstellung patientenspezifischer Implantate umfasst nach der Diagnose des 

Knochendefektes im Wesentlichen die dreidimensionale Erfassung des Knochenbereiches 

(z. B. mittels CT), die näherungsweise Rekonstruktion der gesunden Knochenform aus den 

Digitalisierungsdaten, die Implantatkonstruktion sowie fertigungsbezogene Prozesse 

([Sem17]). 



6 Anwendung der Netzdeformation 

6.3 Anwendungsbeispiel 2: 
Rekonstruktion von Knochenbereichen 

 

 
119 

 

Abb. 6.16: Beispiele konturtreuer Implantate (links: Schädelkalotte, rechts: Unterkieferimplantat 

[Sem17]) 

Die Netzdeformation wird im vorliegenden Beispiel zur Knochenrekonstruktion am 3D-

Modell eines menschlichen Unterkiefers angewandt (Abb. 6.17). Dabei handelt es sich um 

ein Dreiecksnetz, welches aus den Digitalisierungsdaten (CT-Daten, Vgl. Kap. 2.1) des 

realen Knochens abgeleitet wurde. Das Dreiecksnetz stellt die Oberfläche des Kiefer-

knochens dar. Innere Knochenstrukturen werden nicht betrachtet. Der defekte Knochen-

bereich ist bei der Erzeugung des Dreiecksnetzes unberücksichtigt geblieben und ist im 

Weiteren durch eine näherungsweise rekonstruierte Geometrie des gesunden Knochens 

abzubilden. Die Rekonstruktion der gesunden Knochenform zielt darauf ab, im weiteren 

Verfahrensablauf ein für die Implantatkonstruktion geeignetes 3D-Modell des 

nachzubildenden Knochens zu erhalten. 

 

Abb. 6.17: Dreiecksnetz der Oberfläche eines menschlichen Unterkiefers mit Fehlstelle 

6.3.2 Vergleichsmethodik 

Als mögliches Verfahren zur Rekonstruktion von Knochenbereichen wird nachfolgend die 

in [Sem17] präsentierte konturlinienbasierte Modellrekonstruktion exemplarisch kurz 
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erläutert. Es handelt sich um ein geometrieerzeugendes Verfahren, bei dem der zu 

rekonstruierende Knochenbereich unter Anwendung von Zwischenkonturen, die aus Stütz- 

und aus Schnittkonturen erzeugt werden, neu modelliert wird (Abb. 6.18). 

 

Abb. 6.18: Prinzip der konturlinienbasierten Modellrekonstruktion [Sem17] 

Die zur Rekonstruktion des in Abb. 6.17 gezeigten Modells benötigten Arbeitsschritte 

umfassen im Wesentlichen 

- die Aufbereitung des Dreiecksnetzmodells (Löcher schließen, Glätten, etc.), 

- die Erzeugung eines parametrischen Flächenmodells (Flächenrückführung) sowie 

- die Erzeugung der Rekonstruktionsgeometrie im Defektbereich. 

Wesentliche Aufwandsaspekte resultieren aus der Überführung der diskreten Modelldaten 

in ein parametrisches Flächenmodell, auf dessen Basis die Modellrekonstruktion 

durchgeführt wird (Tab. 6.4). Das Ergebnis der Modellrekonstruktion zeigt Abb. 6.19. 

Tab. 6.4: Zeitaufwand zur Rekonstruktion von Knochenbereichen unter Anwendung der konturlinien-

basierten Modellrekonstruktion (Zeitangaben aus [Sem17]) 

Bearbeitungsschritt Dauer in 

Minuten 

Aufbereitung des Dreiecksmodells 60 

Flächenrückführung 70 

Konturlinienbasierte Modellrekonstruktion 10 

Gesamt 140 
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Abb. 6.19: Rekonstruierte Geometrie im Defektbereich des Unterkieferknochens [Sem17] 

6.3.3 Durchführung der Netzdeformation 

Die Anwendung der Netzdeformation auf die gegebene Problemstellung zielt darauf ab, die 

Geometrie des Kiefermodells durch Adaption eines zweiten, ähnlichen Kiefermodells 

abzubilden, welches keine defekten Knochenbereiche enthält. Das adaptierte Kiefermodell 

soll im Bereich der Fehlstelle eine valide Knochengeometrie aufweisen, 

- die konturtreu zu den gesunden Knochenbereichen verläuft sowie 

- die Geometrie des ursprünglich gesunden Knochens im Defektbereich geeignet 

abbildet. 

Für die Anwendung der Netzdeformation ist die Definition eines Primär- und eines initialen 

Netzmodells erforderlich (Abb. 6.20 a). Das in Abb. 6.17 dargestellte Unterkiefermodell wird 

innerhalb der Netzdeformation als Primärmodell definiert. Das zu verformende Unterkiefer-

modell (initiales Netzmodell) wird im vorliegenden Anwendungsfall aus dem Primärmodell 

selbst gewonnen. Dazu wird die gesunde Kieferhälfte ausgeschnitten und um die 

Symmetrieebene des Unterkiefers gespiegelt15. Die Symmetrieebene wird entsprechend 

Abb. 6.20 b) aus Geometriemerkmalen des Unterkiefers bestimmt. 

                                                
15 Es können auch nicht aus dem Primärmodell abgeleitete Geometriemodelle als initiales 
Netzmodell angewandt werden (z. B. statistische Formmodelle, die die Durchschnittsform der 
Knochengeometrie mehrerer Personen abbilden). 
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Abb. 6.20: Konfiguration der Netzdeformation 

Für die Eingangsmodelle erfolgt im Weiteren die Bestimmung der Oberflächenkrümmung 

(Abb. 6.21). Die Visualisierung der Krümmung auf dem Objekt dient dem Anwender im 

weiteren Vorgehen als Hilfsmittel zur manuellen Festlegung korrespondierender, markanter 

Punkte der Modelloberflächen (z. B. Punkte in Bereichen starker Krümmung).  

 

Abb. 6.21: Oberflächenkrümmung der Eingangsmodelle 

Die Eingangsmodelle werden im nächsten Schritt in einem gemeinsamen Koordinaten-

system möglichst deckungsgleich durch rigide Registrierung ausgerichtet (Abb. 6.22). Es 

erfolgt sowohl eine Grobregistrierung mit durch den Anwender festgelegten Punkt-

korrespondenzen als auch eine Feinregistrierung mittels ICP. Für die Feinregistrierung 

werden die durch den Anwender festgelegten Punktkorrespondenzen algorithmisch um 

weitere Punktpaare ergänzt. Für jeden Knoten des initialen Netzmodells wird dazu ein 

korrespondierender Punkt auf der Primärmodelloberfläche berechnet (Vgl. Kap. 5.2.5). Als 

Grenzwert des zulässigen Abstandes zwischen den Punktpaaren wird 1 mm definiert. 

Punktkorrespondenzen mit größerem Abstand bleiben unberücksichtigt. 

a) Eingangsmodelle b) Bestimmung der Symmetrieebene 
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Abb. 6.22: Rigide Registrierung der Eingangsmodelle 

Die finale Transformation des initialen Netzmodells umfasst die nicht-rigide Registrierung 

der Eingangsmodelle. Dabei wird die Modelloberfläche unter Anwendung der nach der 

Feinregistrierung berechneten Punktkorrespondenzen verformt (Abb. 6.23). 

Das adaptierte Netzmodell bildet die zuvor defektbehaftete Kiefernhälfte im rekonstruierten 

Zustand ab. Es ist in weiterführenden Prozessen für die Implantatkonstruktion sowie für 

Festigkeitsnachweise mittels Simulation anwendbar. Zur Erzeugung eines Oberflächen-

modells des gesamten Unterkiefers aus dem Primär- und aus dem adaptierten Netzmodell 

eignen sich Werkzeuge zur Verschmelzung von Dreiecksnetzen (z. B. in [3DS17]). 

Die zur Durchführung der einzelnen Prozessschritte benötigte Zeit ist in Tab. 6.5 aufgeführt. 

Die manuell durchzuführenden Arbeitsschritte (Erzeugung des initialen Netzmodells, 

Selektion korrespondierender Modellpunkte) stellen die wesentlichen Aufwandsaspekte 

des betrachteten Anwendungsfalls dar. 

a) Eingangsmodelle in gemeinsamen Koordinatensystem 

b) Punktkorrespondenzen während der Registrierungsphasen 
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Abb. 6.23: Primär- und adaptiertes Netzmodell in gemeinsamen Koordinatensystem 

Tab. 6.5: Zeitaufwand zur Rekonstruktion des defekten Knochenbereiches des Unterkiefers bei der 

Netzdeformation 

Bearbeitungsschritt Dauer in 

Minuten 

Erzeugung des initialen Netzmodells  

Ausschneiden und Spiegeln der gesunden Kieferhälfte 10 

Erzeugung von Gestaltmerkmalen  

Berechnung der Oberflächenkrümmung der Eingangsmodelle  5 

Transformation der Geometrie des initialen Netzmodells  

Manuelle Selektion korrespondierender Modellpunkte 10 

Rigide Registrierung der Eingangsmodelle 5 

Nicht-rigide Registrierung 5 

Validierung des adaptierten Netzmodells  

Berechnung der Abstände zwischen Primär- und adaptierten Netzmodell  5 

Gesamt 40 
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6.4 Auswertung 

Anhand der dargelegten Beispiele konnte die Anwendbarkeit der entwickelten Prozesskette 

zur Erzeugung von 3D-Netzmodellen in der Umsetzung als anwenderorientiertes 

Computerprogramm bestätigt werden. Es konnte nachgewiesen werden, dass im Rahmen 

von Produktentwicklungsprozessen für ein Primärmodell ein Netzmodell durch gezielte 

Deformation eines geometrisch ähnlichen, initialen Netzmodells abgeleitet werden kann. 

Ein wesentliches Kennzeichen der Netzdeformation ist die Beibehaltung von Merkmalen 

(Geometrie, Topologie, Technologieparameter) des initialen Netzmodells bei der Modell-

transformation. Die Funktionalität hat sich bei der Verarbeitung sowohl technischer als auch 

natürlicher Objekte als geeignet erwiesen. Im ersten Anwendungsbeispiel wurden die 

Topologie und die Technologieparameter eines initialen FEM-Modells auf ein ähnliches 

Geometriemodell übertragen (FEM-Vernetzung und FEM-Randbedingungen). Aufwendige 

Prozesse zur wiederholten Erzeugung der Netzmerkmale wurden vermieden. Im zweiten 

Anwendungsbeispiel war die Überführung der Geometrie eines initialen Netzmodells auf 

ein ähnliches Geometriemodell maßgeblich (gesunde Knochengestalt im Defektbereich). 

Das adaptierte Netzmodell zeichnet sich durch eine natürliche und detailliert rekonstruierte 

Knochenform im Defektbereich aus. Zudem werden durch das angewandte Verfahren auch 

Zahnformen und -positionen (in diesem Fall eines Zahnes) im rekonstruierten Knochen-

bereich abgebildet, was nachfolgende Prozesse (Konstruktion eines geeigneten 

Implantats) weiter begünstigt. 

Mit der Integration vorhandener 3D-Netzmodelle in die Netzmodellableitung, mit der 

Reduzierung zu transformierender Parameter sowie mit der einfachen anwender-

orientierten Durchführbarkeit geht zudem eine Zeitersparnis der Netzmodellableitung 

gegenüber etablierten Verfahren einher. Auf Grundlage der vorgestellten Anwendungs-

beispiele wurde der für die Netzmodellableitung benötigte Zeitaufwand bei der Anwendung 

der Netzdeformation und der jeweiligen Vergleichsmethodik bestimmt. Eine Gegenüber-

stellung der Bearbeitungszeiten zeigt Tab. 6.6. 

Tab. 6.6: Vergleich des Zeitaufwandes für die Netzmodellableitungen der Anwendungsbeispiele 

 Anwendungsbeispiel 1 Anwendungsbeispiel 2 

Netzgenerierung 80 min 140 min 

Netzdeformation 40 min 40 min 

Reduzierung des Zeitaufwandes 50 % 71 % 
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Die Zeitersparnis resultiert im Wesentlichen aus der Vermeidung  

- der wiederholten Integration von Anforderungen und von Technologieparametern 

des Anwendungskontextes in das zu erzeugende 3D-Netzmodell (z. B. Simulations-

vorbereitung, Vgl. Kap. 6.2.2) sowie  

- der Erzeugung temporärer Geometriemodelle, die lediglich zur Ableitung des 3D-

Netzmodells aus dem Primärmodell angewandt und danach verworfen werden (z. B. 

Flächenrückführung, Vgl. Kap. 6.2.2). 
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7 Zusammenfassung und Ausblick

7.1 Zusammenfassung 

3D-Netzmodelle sind zur Definition geometrischer und technologischer Parameter 

dreidimensionaler Objekte wesentlicher Bestandteil digitaler Produktentwicklungsprozesse. 

Die Merkmale eines 3D-Netzmodells umfassen geometrische, topologische und 

technologische Parameter. Sie werden durch die Transformation von Parametern und von 

Anforderungen eines Anwendungskontextes und/oder eines dreidimensionalen Geometrie-

modells (Primärmodell) festgelegt (Netzmodellableitung). 

Ein Defizit etablierter Verfahren der Netzmodellableitung ist die unzureichende 

Anpassbarkeit der Geometrie des erzeugten Netzmodells nach Änderungen der Geometrie 

des Primärmodells. Eine veränderte Primärmodellgeometrie ist nicht durch die 

Aktualisierung der Positionen einzelner Netzknoten ins Netzmodell übertragbar, sondern 

erfordert die erneute Generierung aller Netzmodellmerkmale. Die wiederholte 

Transformation aller Parameter und aller Anforderungen des Primärmodells und des 

Anwendungskontextes stellt einen wesentlichen Aufwandsaspekt der Neugenerierung des 

Netzmodells dar. Im Hinblick auf eine mehrmalige Veränderung der Primärmodellgeometrie 

in iterativen Gestaltänderungsprozessen oder bei mehreren, ähnlichen Primärmodellen ist 

die Reduzierung der zu transformierenden Parameter und Anforderungen und die damit 

einhergehende Zeitersparnis und Reduktion subjektiver Einflüsse für effiziente und stabile 

Netzmodellableitungen wesentlich. 

In dieser Arbeit wurde ein Ansatz vorgestellt, mit dem die zu transformierenden Parameter 

und Anforderungen für mehrere, in ähnlicher Konfiguration durchgeführte Netzmodell-

ableitungen reduziert werden. Dabei werden die Merkmale der 3D-Netzmodelle nicht neu 

erzeugt, sondern von einem bereits definierten 3D-Netzmodell (initiales 3D-Netzmodell) 

übernommen und angepasst (adaptiertes 3D-Netzmodell). Aus diesem Ansatz wurde 

weiterführend die Netzmodellableitung durch adaptive Deformation (kurz: Netzdeformation) 

spezifiziert. Dabei wird durch Deformation eines initialen Netzmodells unter Beibehaltung 
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der topologischen und der technologischen Paramater ein an die Geometrie des 

Primärmodells adaptiertes Netzmodell erzeugt. Die wesentliche Herausforderung ist die 

gestaltorientierte Deformation des initialen Netzmodells, bei der die Adaption zwischen 

ähnlichen Gestaltmerkmalen der Eingangsmodelle (Primär- und initiales Netzmodell) 

erfolgt. 

Es wurden Anforderungen definiert, die ein breites Anwendungsspektrum in Produkt-

entwicklungsprozessen begünstigen. Die Anforderungen umfassen im Wesentlichen die 

Kompatibilität des Prozesses mit verschiedenen 3D-Geometrierepräsentationsformen und 

mit beliebiger Objektgestalt sowie eine Verformungsberechnung, mit der definierte Gestalt-

merkmale sowie die Form der Netzelemente des initialen Netzmodells bestmöglich erhalten 

bleiben. Dafür wurde ein Vier-Phasen-Modell entwickelt, was die notwendigen Schritte zur 

Realisierung der Anforderungen enthält. Das Model beinhaltet demnach die Erzeugung 

erforderlicher Geometriedaten, die Erzeugung von Gestaltmerkmalen, die Transformation 

der Geometrie des initialen 3D-Netzmodells sowie die Validierung des adaptierten 3D-

Netzmodells. Der Funktionsumfang der Modellphasen sowie geeignete Methoden wurden 

im Anschluss diskutiert. Ferner wurden die in den Modellphasen erforderlichen und 

erzeugten Daten analysiert und geeignete Datenstrukturen für 3D-Netzmodelle, für Gestalt-

merkmale und für Punktkorrespondenzen definiert. 

Gestaltmerkmale sind ein wesentliches Element der Netzdeformation, um die äußere Form 

von Geometriemodellen zielführend zu charakterisieren und zu vergleichen. Mit ihnen wird 

den für die Netzdeformation unzureichenden Geometrieinformationen von Netzmodellen 

sowie der unzureichenden Vergleichbarkeit von Geometriemodellen unterschiedlicher 

Repräsentationsformen beigekommen. Die Erzeugung von Gestaltmerkmalen erfolgt 

anhand von Dreiecksnetzen, die aus den Eingangsmodellen abgeleitet werden. Für eine 

geeignete Beschreibung der Gestalt der Eingangsmodelle wurden drei Kategorien von 

Gestaltmerkmalen definiert. Die erste Kategorie sind globale Eigenschaften. Sie umfassen 

geometrische Größen, die das repräsentierte Objekt als Ganzes charakterisieren. 

Diesbezüglich wurde das Geschlecht von Objekten näher betrachtet. Es eignet sich zur 

Sicherstellung, ob die Oberflächen der Eingangsmodelle grundsätzlich durch Deformation 

zur Deckungsgleichheit gebracht werden können. Die zweite Kategorie sind lokale 

Eigenschaften. Sie definieren geometrische Größen für einzelne Punkte der Objekt-

oberfläche. Die Untersuchungen haben ergeben, dass der Laplace-Beltrami-Operator ein 

wesentliches Element der Netzdeformation darstellt. Er eignet sich sowohl zur 

Identifizierung markanter Objektbereiche als auch zur Deformation des initialen 

Netzmodells und begünstigt die effiziente Durchführung der gesamten Prozesskette. Die 

dritte Kategorie sind Segmente. Sie definieren linien-, flächen- oder volumenhafte Bereiche, 

die das repräsentierte Objekt nach geometriebezogenen Kriterien unterteilen. Es wurden 
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Berechnungsmethoden entwickelt, Segmente nach krümmungsbezogenen Kriterien zu 

erzeugen und weiterführend Regelgeometrieparameter abzuleiten. Anhand von 

Beispielmodellen wurde gezeigt, dass die Methoden zur Erzeugung anwendbarer 

Gestaltmerkmale geeignet sind. 

Weiterhin wurden Methoden zur Transformation des initialen Netzmodells untersucht. Es 

wurde gezeigt, dass Methoden der rigiden und der nicht-rigiden Registrierung für die 

Netzdeformation geeignet sind. Im Zuge dessen wurde ein Verfahren entwickelt, um 

Punktkorrespondenzen unter Anwendung von Gestaltmerkmalen zu erzeugen. Punkt-

korrespondenzen definieren für die Knoten des initialen Netzmodells jeweils eine 

Zielposition auf der Oberfläche des Primärmodells und bestimmen damit maßgeblich die 

Verformung des initialen Netzmodells. Zur Berechnung der Verformung wurde ein 

Deformationsmodell angewandt und zielgerichtet erweitert, das auf dem Laplace-Beltrami-

Operator beruht. Das Deformationsmodell ist für Verformungsberechnungen von Dreiecks-

netzen geeignet, bei denen sowohl die originale Form der Netzelemente als auch die 

Geometrie definierter Bereiche des Netzmodells erhalten bleiben sollen. Die Erweiterungen 

umfassen die Einführung von Gewichtungsfaktoren, die Anwendbarkeit sowohl für Flächen- 

als auch für Volumennetze mit beliebigen Elementen sowie die Integration von Regel-

geometrien. Die Erweiterungen sind für die Netzdeformation wesentlich, da sie die 

Deckungsgleichheit der Oberflächen des Primär- und des adaptierten Netzmodells, die 

Beibehaltung originaler Gestaltmerkmale sowie die Unterstützung in der Produkt-

entwicklung gängiger Netzrepräsentationen begünstigen. Die Funktionalität der Methoden 

wurde an verschiedenen Beispielen bestätigt. 

Die entwickelten Methoden und Verfahren wurden in Form einer Computeranwendung für 

das Windows-Betriebssystem als Demonstrator umgesetzt. Die Anwendbarkeit der 

gesamten Prozesskette in der Produktentwicklung wurde an zwei praktischen Beispielen 

demonstriert und erörtert. Dabei wurde die Netzdeformation etablierten Verfahren der 

Netzmodellableitung durch Merkmalsgenerierung (kurz: Netzgenerierung) gegenüber-

gestellt. Der Vergleich hat gezeigt, dass die Prozesszeiten um bis zu 71% gesenkt werden 

konnten. Maßgeblich dafür waren die Reduzierung zu transformierender Parameter sowie 

effiziente Methoden zur Transformation der verbliebenen Parameter bei der 

Netzmodellableitung. 
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7.2 Ausblick 

Die entwickelten Methoden bieten eine Effizienzsteigerung für mehrfach in ähnlicher 

Konfiguration durchzuführende Netzmodellableitungen gegenüber etablierten Verfahren. 

Darüber hinaus besteht weiteres Potential zur Verbesserung der Effizienz und der Stabilität 

der Netzdeformation, was im Folgenden abschließend erörtert wird. 

Die in der Arbeit erläuterte Berechnung der Oberflächenkrümmung und die krümmungs-

orientierte Ableitung von Segmenten in der zweiten Phase des Verfahrensmodells eignen 

sich grundlegend zur Identifizierung markanter Bereiche dreidimensionaler Objekte. Die 

Berechnung von Regelgeometrien ermöglicht darauf aufbauend, einfache Grundformen in 

den Objekten näher zu charakterisieren. Darüber hinaus existieren viele weitere 

Berechnungsmethoden zur Segmentierung dreidimensionaler Objekte. Mit der Integration 

auf bestimmte Objektformen ausgerichteter Berechnungsmethoden kann die 

Netzdeformation auf definierte Objekttypen weiter spezialisiert werden (z. B. bestimmte 

Knochen, Organe). 

Anhand globaler Gestaltmerkmale wird die grundlegende Adaptierbarkeit des initialen 

Netzmodells an das Primärmodell zu einem möglichst frühen Zeitpunkt innerhalb der 

Prozesskette sichergestellt. Diesbezüglich wurde in der Arbeit das Geschlecht der 

repräsentierten Objekte bestimmt und miteinander verglichen. Grundlegend gilt, dass 

gleichgeschlechtliche Objekte durch Deformation eines der Objekte zur Deckungsgleichheit 

gebracht werden können. Darüber hinaus ist für die Deckungsgleichheit zweier 3D-Netze 

nicht nur eine topologische, sondern auch eine geometrische Betrachtungsweise der 

Problemstellung relevant. Ob Deckungsgleichheit von Netzmodelloberflächen mit einer 

definierten Genauigkeit erzielt werden kann, hängt auch von der Anzahl, der Form und der 

Verteilung der Netzelemente ab. Mit welcher Genauigkeit die Primärmodelloberfläche durch 

die Topologie des initialen Netzmodells beschrieben werden kann, ist derzeit nur nach der 

Verformungsberechnung bestimmbar. Eine Abschätzung der Genauigkeit in einer frühen 

Phase der Netzdeformation würde es jedoch ermöglichen, Netzmodelle mit einer 

ungeeigneten Topologie zu identifizieren, bevor die gesamte Prozesskette durchlaufen 

wird. Diesbezüglich sind Vergleiche der Anzahl und der Größe der Netzelemente beider 

Modelloberflächen denkbar. 

Die Netzdeformation ist ein Verfahren zur Adaption der Geometrie des initialen Netzmodells 

an die Geometrie eines Primärmodells. Die Integration von Methoden zur Topologie-

änderung des initialen Netzmodells würde das Verfahren weiter verbessern. So könnte die 

Netzauflösung lokal erhöht oder reduziert werden, um eine auf die Geometrie des 

Primärmodells besser angepasste Topologie zu erhalten. Die Adaption könnte ferner auch 
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durch Methoden erfolgen, die nicht ausschließlich auf der Deformation der Netzgeometrie 

beruhen. So könnte bei nicht-gleichgeschlechtlichen Eingangsmodellen durch das 

Integrieren oder das Entfernen von Tunnelbereichen (z. B. Bohrungen) im initialen 

Netzmodell die Gleichheit des Geschlechts grundlegend erzeugt und anschließend die 

Deformation auf die Primärmodellgeometrie berechnet werden. 

Aus der Fragestellung nach der grundlegenden Adaptierbarkeit zweier Objekte durch 

Deformation kann weiteres Verbesserungspotential abgeleitet werden. Die Prozesse zur 

Bestimmung eines geeigneten initialen Netzmodells sind nicht Teil der entwickelten 

Prozesskette. In der Arbeit wurde vorausgesetzt, dass für ein gegebenes Primärmodell ein 

initiales Netzmodell mit ähnlicher Gestalt vorliegt. Mit globalen Gestaltmerkmalen wird die 

Form eines Objektes mit vergleichsweise wenigen Parametern abstrahiert beschrieben. Sie 

bieten damit eine gute Grundlage, die Gestalt verschiedener Netzmodelle durch 

Berechnungsmethoden effizient mit der Gestalt des Primärmodells zu vergleichen und 

geeignete initiale Netzmodelle aus einer größeren Menge von Kandidaten abzuleiten. 

Daraus ergeben sich weitere Anforderungen an die Archivierung erzeugter Netzmodelle. 

Um Netzmodelle vorzuhalten, die als Kandidaten für initiale Netzmodelle einer 

Netzdeformation in Frage kommen, bieten sich Datenbanksysteme an. Die Archivierung 

von Netzmodellen sollte neben dem Modell selbst die Parameter beinhalten, die für den 

Vergleich der Gestalt des repräsentierten Objektes mit einem anderen Modell geeignet sind 

(z. B. globale Gestaltmerkmale). Die stets neue Berechnung der für Modellvergleiche 

erforderlichen Parameter wird damit vermieden. 

Ferner ist zu erörtern, inwieweit die Netzdeformation als Erweiterung des Funktions-

umfanges etablierter Computerprogramme zur Netzmodellableitung geeignet ist. Vor allem 

die zweite und die dritte Phase des erarbeiteten Verfahrensmodells (Erzeugung von 

Gestaltmerkmalen und Deformation des initialen Netzmodells) enthalten Funktionen, die 

nicht Bestandteil etablierter Computerprogramme zur Netzmodellableitung sind. 

Nichtsdestotrotz sind relevante Anwendungen mit ähnlichem Funktionsumfang vorhanden. 

Beispielsweise enthalten Programme zur Aufbereitung von 3D-Digitalisierungsdaten 

Methoden zur Erzeugung von Gestaltmerkmalen. Die in Simulationsprogrammen 

enthaltenen Solver sind zur Lösung des Optimierungsproblems zur Berechnung der 

Knotenpositionen des adaptierten Netzmodells geeignet. Zudem zeichnen sich 

entsprechende Anwendungen durch eine große Vielfalt unterstützter Geometriedaten-

formate aus, was die Anwendbarkeit für Primärmodelle verschiedener Geometrie-

repräsentationsformen begünstigt.  
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Anhang

A.1 Klassifizierung von 3D-Digitalisierungsverfahren 

Messverfahren arbeiten entweder berührungslos, taktil oder zerstörend. Ein Überblick der 

Verfahrensgruppen ist in Abb. A.1.1 dargestellt. Für detaillierte Informationen zu 

Verfahrensweisen und zu Anwendungsbereichen wird auf die Werke [Bey02], [Rah09], 

[Luh10], [CN11], [Wec12] und [WHG15] verwiesen. 

 

Abb. A.1.1: Klassifizierung von Verfahren der 3D-Digitalisierung 
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A.2 Differentielle Eigenschaften ebener Kurven 

Gegeben ist eine Kurve 𝐶 in Parameterform 

𝒙(𝑡) = (𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡))𝑇 ⊂ ℝ2     mit     𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ. 

Sie ist eine differenzierbare Abbildung eines Intervalls [𝑎, 𝑏] einer Linie in den 

zweidimensionalen Raum, Abb. A.2.1. 

 

Abb. A.2.1: Parametrisierung einer Kurve 

Die Variable 𝑡 heißt Parameter der Kurve, die erste Ableitung entspricht dem 

Tangentenvektor 

𝑑𝒙

𝑑𝑡
(𝑡) = (𝑥′(𝑡) 𝑦′(𝑡))𝑇 = 𝒙′(𝑡) ≕ 𝒕(𝑡). 

Wird der Parameter 𝑡 als Zeit interpretiert, so kann 𝒙(𝑡) als Bewegung eines Punktes im 

zweidimensionalen Raum angesehen werden. 𝒙′(𝑡) entspricht dem Geschwindigkeits-

vektor des Punktes. Seine Richtung kennzeichnet die (lokale) Orientierung der Kurve in 

ihrer Umgebung. Gleichbedeutend wird auch der Normaleneinheitsvektor angewandt: 

  𝒏(𝑡) =
𝑹𝒕(𝑡)

‖𝑹𝒕(𝑡)‖
 mit 𝑹 = (

0 −1
1 0

) … Drehmatrix um 90°  (A.2.1) 

Dieser steht senkrecht zum Tangentenvektor und hat die Länge 1. Der Betrag des 

Tangentenvektors ist entlang der Kurve variabel. Auf das Modell der Bewegung bezogen, 

führt folgende Überlegung zur Krümmung der Kurve: Bei einer Bewegung mit konstanter 

Geschwindigkeit ist eine Beschleunigung ungleich Null ausschließlich quer zur 

Bewegungsrichtung vorhanden. Sie resultiert aus der Richtungsänderung der Bewegung 

und ist ein Maß für die Krümmung der Wegstrecke. Mathematisch ist dazu eine 

Umparametrisierung der Kurve nach der Bogenlänge 𝑠 vorzunehmen: 

𝐶: [𝑎, 𝑏] → ℝ2 
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 𝒙(𝑠) = 𝒙(𝑠(𝑡)) mit 𝑠(𝑡) = ∫‖𝒙′(𝑡)‖

𝑡

0

𝑑𝑡 (A.2.2) 

Die erste Ableitung der nach Bogenlänge parametrisierten Kurve entspricht dem 

Tangenteneinheitsvektor 

𝒕(𝑠) ∶= 𝒙′(𝑠) =
𝑑𝒙(𝑠)

𝑑𝑠
 

und es gilt 

‖𝒕(𝑠)‖ = 1 

⇔ 〈𝒕(𝑠), 𝒕(𝑠)〉 = 1     mit     〈∙,∙〉 … Skalarprodukt 

⇔2〈𝒕(𝑠), 𝒕′(𝑠)〉 = 0 

⇔𝒕(𝑠) ⊥ 𝒕′(𝑠) 

⇔𝒏(𝑡) || 𝒕′(𝑠) 

Aus letztem kann die Definition der Krümmung als Proportionalitätsfaktor zwischen der 

Normale und der zweiten Ableitung einer Kurve abgeleitet werden: 

 𝒕′(𝑠) = 𝒙′′(𝑠) =κ (𝑠)𝒏(𝑡) (A.2.3) 
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A.3 Direktes Lösungsverfahren der rigiden Registrierung 

Zur Berechnung der Transformationsparameter der rigiden Registrierung nach der 

Fehlerquadratmethode ist das folgende Ausgleichungsproblem zu lösen (Vgl. Gl. 3.10): 

 𝑒(𝑹, 𝒕) = min
𝑅,𝑡
∑𝜔𝑖|𝒙𝐵,𝑖 − (𝑹𝒙𝐴,𝑖 + 𝒕)|

2

𝑁C

𝑖=1

     mit     𝜔𝑖 ∈ [0,1] ⊂ ℝ (A.3.1) 

Dazu wird durch Singulärwertzerlegung der aus den Korrespondenzen 𝒙𝐴/𝐵 und deren 

Schwerpunkten 𝒄𝐴/𝐵 gebildeten Matrix 𝑯 die Rotationsmatrix 𝑹 und daraus der 

Translationsvektor 𝒕 bestimmt. 

 𝑯 =∑(𝒙𝐴,𝑖 − 𝒄𝐴)

𝑁C

𝑖=1

𝜔𝑖(𝒙𝐵,𝑖 − 𝒄𝐵)
𝑇
 (A.3.2) 

 mit            𝒄𝐴/𝐵 =
∑ 𝜔𝑖𝒙𝐴/𝐵,𝑖
𝑁C
𝑖=1

∑ 𝜔𝑖
𝑁C
𝑖=1

 

 𝑯 = 𝑼𝑺𝑽𝑇 (A.3.3) 

 𝑹 = 𝑽𝑼𝑇 ,     𝒕 = 𝒄𝐵 − 𝑹𝒄𝐴 (A.3.4) 
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A.4 Aufbau von Datenstrukturen dreidimensionaler Netze 

Der Aufbau der Datenstrukturen aus Kap. 3.4.3 wird im Folgenden durch die Angabe jeweils 

eines vollständigen Listeneintrages der enthaltenen Netzkomponenten verdeutlicht. Die 

Datenstrukturen bestehen aus Listen, die aus mehreren der dargestellten Einträge 

aufgebaut sind. Referenzen auf Netzkomponenten werden mit Indizes realisiert, die die 

Position der Komponente innerhalb ihrer Liste angeben. 

 

Abb. A.4.1: Aufbau der Polygonliste 

 

Abb. A.4.2: Aufbau der Punktliste 

Flächenstück f
1
 

Koordinaten der Eckpunkte 𝒙p
1
  𝒙p

2
  𝒙p

3
 

 

Punkt p
1
   

Koordinate 𝒙p
1
   

 

Flächenstück f
1
 

Referenzen auf Eckpunkte 𝑖p
1
  𝑖p

2
  𝑖p

3
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Abb. A.4.3: Aufbau der Halbkantenliste 

 

Abb. A.4.4: Aufbau der Ein-Ebenen-Hierarchie. 

Punkt p
1
  

Koordinate 𝒙p
1
  

Referenz auf eine Halbkante 𝑖k  3   

 

Flächenstück f
1
  

Referenz auf eine Halbkante 𝑖k  3   

 

Halbkante k
  1

 

Referenz auf Endpunkt 𝑖p
1
 

Referenz auf Nachbarflächenstück 𝑖f
1
 

Referenz auf inverse Halbkante 𝑖k ̃
 1
 

Referenz auf nachfolgende Halbkante 𝑖k
  3

 

Referenz auf vorhergehende Halbkante 𝑖k
  2

 

 

Punkt    

Koordinate    

Referenz auf Nachbarkanten    

 

Kante  

Referenz auf Endpunkte  

Referenz auf Nachbarflächenstücke  

 

Flächenstück   

Referenz auf begrenzende Kanten   

Referenz auf Nachbarzellen   

 

Zelle  

Referenz auf begrenzende Flächenstücke  
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Abb. A.4.5: Aufbau der Zirkular-Hierarchie. 

  

Punkt    

Koordinate    

Referenz auf Nachbarzellen    

 

Kante  

Referenz auf Endpunkte  

Referenz auf Nachbarflächenstücke  

 

Flächenstück   

Referenz auf begrenzende Kanten   

Referenz auf Nachbarzellen   

 

Zelle  

Referenz auf begrenzende Flächenstücke  
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A.5 Berechnung des Flächeninhalts Amixed 

Sind alle an einen Netzknoten p
𝑖
 angrenzenden Dreiecke spitzwinklig, so entspricht 𝐴𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑 

dem Voronoigebiet 𝐴𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖 [MDS03]. Bei stumpfwinkligen Dreiecken vergrößert sich das 

Voronoigebiet über die 1-Ring-Nachbarschaft des Netzpunktes hinaus und überschneidet 

sich damit mit Voronoigebieten angrenzender Netzpunkte (Vgl. Abb. 4.9).  

 

Abb. A.5.1: Unterscheidung zwischen spitz- u. stumpfwinkligen Dreiecken bei der LBO-

Berechnung 

Das Gebiet 𝐴𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑 entspricht der Summe der Teilgebiete der angrenzenden Dreiecke 

p
𝑖
p
𝑗
p
𝑘
. Die Flächeninhalte der Teilgebiete werden je nach Dreiecksgeometrie berechnet 

(Abb. A.5.1): 

Fall 1: 𝐴
𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

△p
𝑖
p
𝑗
p
𝑘 =

1

8
(|𝒙𝑖 − 𝒙𝑗|

2
cot(⦠p

𝑘
) + |𝒙𝑖 − 𝒙𝑘|

2 cot (⦠p
𝑗
)) (A.5.1) 

Fall 2: 𝐴
𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑 𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

△p
𝑖
p
𝑗
p
𝑘

=
1

2
𝐴
△p

𝑖
p
𝑗
p
𝑘 (A.5.2) 

Fall 3: 𝐴
𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑 𝑉𝑜𝑟𝑜𝑛𝑜𝑖

△p
𝑖
p
𝑗
p
𝑘 =

1

4
𝐴
△p

𝑖
p
𝑗
p
𝑘 (A.5.3) 

 𝐴
△p

𝑖
p
𝑗
p
𝑘 =

1

2
|(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗) ⨯ (𝒙𝑖 − 𝒙𝑘)| (A.5.4) 
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A.6 Ausgleichungsrechnung zur Detektion von Regelgeometrien 

In diesem Abschnitt werden die Zielfunktionen und die Lösungen der in Kap. 4.3.4 

beschriebenen Ausgleichungsrechnung zur Berechnung von Regelgeometrien aus 

Segmenten von Dreiecksnetzen dokumentiert. 

Kreisausgleichung    Die Strategie zur Berechnung der Parameter eines Kreises im 

dreidimensionalen Raum aus gegebenen 3D-Punktkoordinaten teilt sich in zwei Schritte. 

Der erste Schritt umfasst die Bestimmung der Parameter einer Ebene, die durch die 

gegebenen Punkte definiert wird. Im zweiten Schritt erfolgt die Kreisausgleichung für 

zweidimensionale Punkte, welche aus der Transformation der dreidimensionalen Punkte in 

ein Koordinatensystem der zuvor bestimmten Ebene hervorgehen (Details in [Coo93]). 

Die zweidimensionalen Punktkoordinaten sind definiert durch 𝒙𝑖 = (𝑥𝑖 𝑦𝑖)
𝑇
. Die 2D-

Kreisausgleichung umfasst die Lösung eines linearen Gleichungssystems 𝑨𝒖 = 𝒃 mit  

𝑨 = (
𝑥0 𝑦0 1
⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑖 𝑦𝑖 1

), 𝒃 = (
−𝑥0

2 − 𝑦0
2

⋮
−𝑥𝑖

2 − 𝑦𝑖
2
) und der unbekannten Parameter 𝒖 = (𝑢0 𝑢1 𝑢2)𝑇. 

Die Lösung des Gleichungssystems kann z. B. mit der Singulärwertzerlegung berechnet 

werden. Die Kreisparameter im zweidimensionalen Koordinatensystem umfassen die 

Koordinaten des Mittelpunktes 𝒙𝑀 = (𝑥𝑀 𝑦𝑀)𝑇 und den Radius 𝑟 mit 

𝒙𝑀 = (−
1

2
𝑢0 −

1

2
𝑢1)

𝑇
 und 𝑟 = √𝑥𝑀

2 + 𝑦𝑀
2 − 𝑢2. 

Die zweidimensionalen Koordinaten des Kreismittelpunktes im Ebenenkoordinatensystem 

sind abschließend in den dreidimensionalen Raum zurück zu transformieren. Details sind 

der nachfolgend dokumentierten Ebenenausgleichung zu entnehmen. 

Ebenenausgleichung    Die Parameter einer Ausgleichsebene für eine Menge von 

Punkten 𝒙𝑖 = (𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖)𝑇 im dreidimensionalen Raum können mittels Hauptkom-

ponentenanalyse berechnet werden (Details in [HT08]). Dabei bilden die Eigenwerte einer 

Matrix  

𝑨 = (

𝑥0 𝑦0 𝑧0
⋮ ⋮ ⋮
𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖

) 

ein dreidimensionales Koordinatensystem, von dem zwei Achsen in der Ausgleichsebene 

und die dritte Achse normal zur Ebene liegen. Der Normalenvektor der Ebene entspricht 

dabei dem Eigenvektor, der zum kleinsten Eigenwert gehört. Die Ebene verläuft durch den 

arithmetischen Mittelwert aller gegebenen Punkte. Mit der (3x3)-Matrix der Eigenvektoren 
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und einem Punkt der Ebene können für Punktkoordinaten des originalen Koordinaten-

systems Transformationen in ein auf der Ebene positioniertes Koordinatensystem 

berechnet werden (Vgl. Kreisausgleichung). 

Zylinderausgleichung    Die Berechnung von Zylinderparametern aus 3D-Punkten erfolgt 

in zwei Schritten. Im ersten Schritt wird die Richtung der Rotationsachse des Zylinders 

berechnet, im zweiten der Radius des Zylinders (Abb. A.9). 

 

Abb. A.6.1: Bestimmung der Zylinderrotationsachse aus Normalenvektoren der Netzpunkte 

Der Richtungsvektor der Zylinderachse 𝒓 entspricht dem Mittelwert aller lokalen Richtungs-

vektoren 𝒓𝑖𝑗, welche aus dem Kreuzprodukt der Normalenvektoren 𝒏𝑖 und 𝒏𝑗 von Paaren 

von Punkten eines Segments berechnet werden: 

𝒓𝑖𝑗 = 𝒏𝑖 × 𝒏𝑗,         𝒓 =
1

(𝑁 − 1)2
∑∑𝒓𝑖𝑗

𝑁−1

𝑗=0

𝑁−1

𝑖=0

         mit 𝑁…  Anzahl Punkte im Segment. 

Im zweiten Schritt wird eine Ebene definiert, deren Normalenvektor dem Richtungsvektor 

des gesuchten Zylinders entspricht. Der Zylinderradius sowie ein Punkt der Zylinderachse 

resultieren aus einer Kreisausgleichung der auf die Ebene projizierten originalen Punkte. 

Aus der Bestimmung von Lotfußpunkten der Netzpunkte auf die Zylinderachse kann diese 

als Strecke zwischen den am weitesten voneinander entfernten Lotfußpunkten definiert 

werden. Diese stellen die Endpunkte der Zylinderachse dar. 

Kugelausgleichung    Zur Bestimmung der Parameter der Ausgleichskugel für eine 

Menge von Punkten 𝒙𝑖 = (𝑥𝑖 𝑦𝑖 𝑧𝑖)𝑇 ist das lineare Gleichungssystem 𝑨𝒖 = 𝒃 mit  

𝑨 = (
1 2𝑥0
⋮ ⋮
1 2𝑥𝑖

2𝑦0 2𝑧0
⋮ ⋮
2𝑦𝑖 2𝑧𝑖

), 𝒃 = (
𝑥0
2 + 𝑦0

2 + 𝑧0
2

⋮
𝑥𝑖
2 + 𝑦𝑖

2 + 𝑧𝑖
2
) und 𝒖 = (𝑢0 𝑢1 𝑢2 𝑢3)𝑇 zu lösen. 

Der Mittelpunkt 𝒙𝑀 = (𝑥𝑀 𝑦𝑀 𝑧𝑀)𝑇 und Radius 𝑟 der Kugel ergeben sich mit 

𝒙𝑀 = (𝑢1 𝑢2 𝑢3)𝑇 und 𝑟 = 𝒙𝑀𝒙𝑀 + 𝑢0. 

  

𝒏𝑖 

𝒏𝑗 

𝒓𝑖𝑗 
𝒓 
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A.7 Herleitung des Deformationsmodells 

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Inhalte des As-rigid-as-possible-

Berechnungsmodells zur Deformation eines 3D-Netzmodells in Anlehnung an [SA07] 

erläutert. Zur Herleitung werden zunächst die Netzkanten um den Knoten p
𝑖
 betrachtet (Vgl. 

Abb. 5.19). Für eine rigide Transformation der Netzknoten gilt: 

  𝒙𝑖
′ − 𝒙𝑗

′ = 𝑹𝑖(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗),     𝑗 ∈ NP(𝑖). (A.7.1) 

Es existiert eine Rotation 𝑹𝑖 der originalen Kanten (𝒙𝑖 − 𝒙𝑗), aus der die transformierten 

Kanten (𝒙𝑖
′ − 𝒙𝑗

′) resultieren. Bei den Kanten handelt es sich mathematisch um Vektoren, 

für die keine Position spezifiziert ist. Eine Translation wird daher an dieser Stelle nicht 

berücksichtigt. Ist die Transformation der Netzknoten nicht-rigide, kann Gl. A.7.1 für alle 

benachbarten Netzkanten des Knotens p
𝑖
 nach der Fehlerquadratmethode formuliert 

werden:  

 

𝐸𝑖 = ∑ 𝜔𝑖𝑗|(𝒙𝑖
′ − 𝒙𝑗

′) − 𝑹𝑖(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)|
2

𝑗∈NP(𝑖)

. (A.7.2) 

Für jede Kante wird ein Gewichtungsfaktor 𝜔𝑖𝑗 eingeführt, mit dem eine ungleichmäßige 

Anordnung der Kanten um den Knoten p
𝑖
 berücksichtigt wird (Vgl. Abb. 5.19). Die 

Anwendung von Gl. A.7.2 auf ein vollständiges 3D-Netz führt zu Gl. A.7.3. Für jeden Knoten 

des Netzes (und seine Umgebung) wird ein Gewichtungsfaktor 𝜔𝑖 eingeführt, mit dem 

unterschiedlich große Umgebungen der Netzknoten berücksichtigt werden. 

 

𝐸(M ′) = ∑ 𝜔𝑖𝐸𝑖
𝑖∈𝑁P

 

= ∑ 𝜔𝑖
𝑖∈𝑁P

∑ 𝜔𝑖𝑗|(𝒙𝑖
′ − 𝒙𝑗

′) − 𝑹𝑖(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)|
2

𝑗∈NP(𝑖)

 

(A.7.3) 

Mit 𝜔𝑖 = 𝐴𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑,𝑖 und 𝜔𝑖𝑗 entsprechend Gl. 5.6 kann 𝐴𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑,𝑖 in Gl. A.7.3 gekürzt werden. 

Dadurch vereinfacht sich Gl. A.7.3 zu Gl. A.7.4 (Vgl. Gl. 5.7). 

 

𝐸(M ′) = ∑ ∑ 𝜔𝑖𝑗
∗ |(𝒙𝑖

′ − 𝒙𝑗
′) − 𝑹𝑖(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)|

2

𝑗∈NP(𝑖)𝑖∈𝑁P

 

mit     𝜔𝑖𝑗
∗ =

1

2

(tan(𝜃𝑖𝑗
1 2⁄ ) + tan(𝜃𝑖𝑗

2 2⁄ ))

|𝒙𝑖 − 𝒙𝑗|
 

(A.7.4) 

Aus der Minimierung der Funktion (in Abhängigkeit der unbekannten Positionen der Knoten 

des deformierten Netzmodells 𝒙𝑖/𝑗
′ ) resultiert das Gleichungssystem, das bei der 
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Netzdeformation grundlegend zur Berechnung der verformten Geometrie des initialen 

Netzmodells angewandt wird (Gl. A.7.5, Vgl. Gl. 5.8). 

 

∑ 𝜔𝑖𝑗
∗ (𝒙𝑖

′ − 𝒙𝑗
′)

𝑗∈NP(𝑖)

= ∑
1

2
(𝑹𝑖 + 𝑹𝑗)𝜔𝑖𝑗

∗ (𝒙𝑖 − 𝒙𝑗)

𝑗∈NP(𝑖)

 (A.7.5) 

Die Terme auf der linken und rechten Seite der Gleichung repräsentieren jeweils den mit 

der Fläche 𝐴𝑚𝑖𝑥𝑒𝑑,𝑖 gewichteten LBO des verformten und des initialen Netzmodells (∆∗𝒙𝑖
′ 

bzw. ∆∗𝒙𝑖) (Vgl. Gl 5.7). Der Term auf der rechten Seite enthält zudem Rotationsmatrizen 

(𝑹𝑖, 𝑹𝑗), mit denen lokal die Netzknoten und ihre Umgebung transformiert werden, um die 

Verformung der Modelloberfläche zu realisieren.  

Die Rotationsmatrizen sind wie die Positionen des verformten Netzmodells zunächst 

unbekannte Größen. Sie werden als Funktionen der Knotenpositionen des initialen und des 

verformten Netzmodells sowie der Gewichtungsfaktoren 𝜔𝑖𝑗
∗  abgebildet (Gl. A.7.6 - A.7.8). 

 𝑯𝑖 = 𝑿𝑖𝜴𝑖𝑿𝑖
′𝑇 

mit 𝑿𝑖 = (
𝒙𝑗 … 𝒙𝑁NP(i)), 𝑿𝑖′ = (𝒙𝑗′ … 𝒙𝑁NP(i)

′
), 𝛀𝑖 = (

𝜔𝑖𝑗
∗ 0 0

0 ⋱ 0
0 0 𝜔𝑖𝑁NP(i)

∗
) 

(A.7.6) 

 𝑯𝑖 = 𝑼𝑖𝑺𝑖𝑽𝑖
𝑇 (A.7.7) 

 𝑹𝑖 = 𝑽𝑖𝑼𝑖
𝑇 (A.7.8) 

Die Größen 𝑿𝑖 und 𝑿𝑖
′ sind (3x𝑁NP(i))-Matrizen, deren Spalten die Positionen der 

Nachbarpunkte des jeweils betrachteten Netzpunktes p
𝑖
 des initialen bzw. des verformten 

Netzmodells darstellen. Die Größe 𝜴𝑖 ist eine (𝑁NP(i)x𝑁NP(i))-Diagonalmatrix deren 

Elemente die Gewichtungsfaktoren 𝜔𝑖𝑗
∗  enthalten. Aus Gl. A.7.6 ergibt sich die (3x3)-Matrix 

𝑯𝑖, für die in Gl. A.7.7 eine Singulärwertzerlegung berechnet wird. Die Rotationsmatrix 𝑹𝑖 

wird nach Gl. A.7.8 aus der unteren Dreiecksmatrix 𝑼𝑖 und der oberen Dreiecksmatrix 𝑽𝑖 

berechnet, die als Ergebnis der Singulärwertzerlegung hervorgehen. Die Berechnung der 

Rotationsmatrizen ist äquivalent zur Berechnung der rigiden Registrierung zweier 

Geometriemodelle (Vgl. Anhang A.3). 
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∆𝒙𝑖 = 𝑘

∇𝐴̃(p
𝑖
)

𝐴̃(p
𝑖
)
     mit     𝑘 …Skalierungsfaktor (A.8.1) 

Für Viereckselemente gilt nach [XLH11] (Abb. A.8.1): 

 
𝐴̃𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(p

𝑖
) =

1

2𝑚
∑ 2𝑚−1 (𝐴(𝐷

𝑉𝑗
1 ) + 𝐴(𝐷

𝑉𝑗
2 ) + 𝐴(𝐷

𝑉𝑗
3 ))

1≤𝑗≤𝑚

 (A.8.2) 

 
∇𝐴̃𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(p

𝑖
) =

1

2𝑚
∑ 2𝑚−1 (∇𝐴(𝐷

𝑉𝑗
1 ) + ∇𝐴(𝐷

𝑉𝑗
2 ) + ∇𝐴(𝐷

𝑉𝑗
3 ))

1≤𝑗≤𝑚

 (A.8.3) 

 

Abb. A.8.1: Bezeichnungen an einen Netzknoten angrenzender Vierecke und Triangulierungen 

Für ein Dreieck 𝐷 (△ p
𝑖
p
𝑗
p
𝑘
) ist nach [MDS03] definiert: 

 
∇𝐴(𝐷) =

1

2
(cot (∠p

𝑗
) (𝒙𝑘 − 𝒙𝑖) + cot(∠p𝑘) (𝒙𝑗 − 𝒙𝑖)) 

mit     ∠p
𝑗
 … Winkel am Punkt p

𝑗
. 

(A.8.4) 

Aus Gl. A.8.3 und A.8.4 kann für den Gradienten der Fläche um einen Knoten p
𝑖
 eines 

Vierecksnetzes  

 
∇𝐴̃𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(p

𝑖
) = ∑ (𝜔𝑖𝑗

𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗) + 𝜔̂𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙𝑖 − 𝒙̂𝑗))

𝑗𝜖NP(𝑖)

 

mit     𝜔𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘 =

1

4
(𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖𝑗6

2
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖𝑗3

2
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖(𝑗−1)1

2
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖(𝑗−1)4

2
) 

und     𝜔̂𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘 =

1

4
(𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖𝑗2

2
+ 𝑐𝑜𝑡

𝛼𝑖𝑗5

2
) 

(A.8.5) 

abgeleitet werden. Aus Gl. A.8.1 kann mit 𝑘 = 1 der für das ARAP-Deformationsmodell 

relevante gewichtete LBO für Viereckselemente wie folgt definiert werden (Abb. A.8.2): 
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 ∆∗𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘𝒙𝑖 = 𝐴̃
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(p

𝑖
)∆𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘𝒙𝑖 = ∇𝐴̃

𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(p
𝑖
). (A.8.6) 

 

Abb. A.8.2: Geometrische Verhältnisse am Viereckselement zur Berechnung eines LBO 

Für die Randbedingung im Gleichungssystem des ARAP-Deformationsmodells gilt analog 

zu Gl. 5.8: 

 ∑ (𝜔𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙′𝑖 − 𝒙

′
𝑗) + 𝜔̂𝑖𝑗

𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙′𝑖 − 𝒙̂′𝑗))

𝑗∈NP(𝑖)

 

= ∑
1

2
(𝑹𝑖 + 𝑹𝑗) (𝜔𝑖𝑗

𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙𝑖 − 𝒙𝑗) + 𝜔̂𝑖𝑗
𝑉𝑖𝑒𝑟𝑒𝑐𝑘(𝒙𝑖 − 𝒙̂𝑗))

𝑗∈NP(𝑖)

. 

(A.8.7) 




